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摘 要： 某些样本观测形如时间序列或离散信号，其本质为平滑曲线（即函数型数据），代表一个潜在的连续过

程．在主元分析中引入平滑性，可更加全面地刻画样本观测中包含的连续动态特性．本文介绍了从离散样本过渡到连
续曲线的平滑处理方法，陈述了线性平滑主元的基本框架———基函数空间下的多元统计．平滑曲线兼具幅度变异和相
位变异，可通过配准分离两种变异．据此重点讨论了非线性平滑主元分析：既可采用混合数据形式，一并考察两种变异
性；也可借助微分流形，在非欧氏空间描述相位变异．基于开源的步态数据集，给出了３组分析结果：未经配准的平滑
主元分析；配准后的幅度变异分析和相位变异分析．最后，综述了平滑主元在生物信号处理中的典型应用．
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１ 引言

主元分析（ＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）又称为
主成分分析、主分量分析，是流传百年的降维算法，公认

起源于１９０１年 Ｐｅａｒｓｏｎ和 １９３３年 Ｈｏｔｅｌｌｉｎｇ的论文，Ｒａｏ
在１９６４年的论文进一步解释和拓展了主元分析．Ｊｏｌｌｉｆｆｅ
的专著《ＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ》出版于 １９８６年，
２００２年再版［１］，引用次数分别高达 ７９６８次和 ６１０１次．
主元分析是多元统计学的核心内容，也深受工程技术人

员青睐．在 Ｓｈｌｅｎｓ［２］的指南性文字中，充分展现了主元

分析蕴含的数学严谨性，以及剖析复杂数据集的能力．
主元分析仍然有很多问题值得探讨．除了与高维相

关的稀疏性以外［３］，数据本身潜在的平滑性是另一个问

题．近代，统计学似已形成相对完整的学科体系和知识
框架，不过，计算机的普及为其提供了新的研究视野和

方法改进［４］．几乎所有统计方法都是以离散数据为出发
点，在社会学、经济学研究中，这样的出发点基本是合适

的．现代工业技术中，将连续信号经过采样并数字化，交
由计算机处理，已渐成趋势．相形之下，传统的统计学并
没有提供与之相符的解决方案．
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本质上，很多样本数据背后是一个连续过程．如果
直接采用截面统计，则彻底忽视了样本之间的有序性；

如果采用时间序列分析，虽可刻画有序性，但要求样本

之间相互独立，这并不容易做到．如果用一个平滑的函
数式来描述，既能体现系统本身的连续性，也符合能量

有限的原理．此外，平滑处理可降低对采样密度和采样
间隔的要求，且具有抑制噪声的作用．函数型数据分析
（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄａｔａａｎａｌｙｓｉｓ），正是契合这一需求而诞生的统
计学分支．具体到函数型主元分析，可认为样本观测的
平滑性要求主元和负荷向量也具有平滑性，是传统主

元分析的平滑性延伸．因此，本文更多采用平滑主元的
说法替代函数型主元．

２ 引入平滑性

２１ 从样本点到曲线

函数型数据分析是关于随机曲线（或曲面）的统计

学，每条曲线都是一个样本单元，对应了潜在随机过程

的一次独立的平滑实现［５］．曲线可以是随时间或空间
连续变化的函数，现实中有很多关于函数型数据的实

例：某地的气温曲线（以天为单位）；行走的关节角度曲

线（以步为单位）；某人的手写体汉字；回转机械的速度

曲线（以圈为单位）．
早在１９６０年，法国数学家 Ｄｉｅｕｄｏｎｎｅ就阐述过函数

型数据的思想．“函数 ｆ是一个单独的对象，自身可以发
生变化，通常可以看作一个大的函数空间中的一个点．
实质上，经典和现代（数学）分析的一个主要区别在于：

经典数学中，如果我们写下函数 ｆ（ｘ），那么 ｆ是固定
的，ｘ是变化的；现在 ｆ和ｘ都是变化的；有时候，甚至
是 ｘ固定ｆ变化”．１９８２年，加拿大ＭｃＧｉｌｌ大学的Ｒａｍｓａｙ
发表了《Ｗｈｅｎｔｈｅｄａｔａａｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ》［６］，进一步明确了数
据为函数形式的问题．１９９２年左右，Ｒａｍｓａｙ和 Ｓｉｌｖｅｒｍａｎ
共同提出了“函数型数据分析”一词，随后于１９９７年出
版了关于函数型数据分析的专著，２００５年再版［７］．美国
加州大学Ｄａｖｉｓ分校的ＨａｎｓＧｅｏｒｇＭüｌｌｅｒ、澳大利亚Ｍｅｌ
ｂｏｕｒｎｅ大学的ＰｅｔｅｒＨａｌｌ都是函数型数据分析领域非常
活跃的研究者．有一些开源网站，提供与函数型数据分
析相关的软件包，比如 ＪｉｍＲａｍｓａｙ的 ｆｔｐ站点［８］，Ｈａｎｓ
ＧｅｏｒｇＭüｌｌｅｒ等人的网站ＰＡＣＥ［９］．

从样本点过渡到曲线（函数型数据），平滑处理是

首要步骤．平滑处理的方法很多，其中，Ｂ样条最常用，
它满足紧支（ｃｏｍｐａｃｔｓｕｐｐｏｒｔ）性，适合逼近某些非平滑
的局部特征．另一种广泛使用的是傅里叶基，主要适用
于周期信号，与 Ｂ样条的特性恰好互补．核平滑也是一
种重要的平滑方法，典型核函数包括高斯核、均匀核、

二次核等等，它是最典型的局部加权函数．此外，多项
式样条、三次样条、小波基等等，都可用于平滑处理．

虽然选用的基函数各不相同，但是平滑处理过程

其实可以统一（核平滑稍有差异）．假设一组相互独立
的函数ｋ构成一个基函数系，可用 Ｋ个基函数的线性
组合逼近任意函数ｘ，形式如下：

ｘ（ｔ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｃｋｋ（ｔ） （１）

其中，ｃｋ为加权系数．也可以写成更加紧凑的矩阵形式：
ｘ＝ＣＴΦ＝ΦＴＣ （２）

其中，Ｃ和Φ分别对应权系数和基函数向量．
平滑处理的效果，取决于基函数的选择，以及 Ｋ值

的大小．基函数系的特征与待展开函数 ｘ接近，可用较
少的基函数获得满意的平滑效果，这种定性决策多依

赖于经验．平滑效果往往与细节逼近相互冲突．Ｋ值太
小，细节损失过多，于后续分析不利．Ｋ值增大，细节逼
近效果自然好，但随之引入的高频成分也多，求导效果

变差．因此，Ｋ值不宜随意设定，可借助一个优化过程
获得．下面从系数矩阵 Ｃ的估计着手，讨论平滑效果的
控制方法．

已知离散采样序列 ｙｊ，ｊ＝１，…，ｎ，系数 ｃ的估计
可写成如下优化形式：

ａｒｇｍｉｎ
ｃ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｊ－∑

Ｋ

ｋ＝１
ｃｋｋ（ｔｊ[ ]）２

（３）

略去中间过程，可得系数矩阵 Ｃ的最小二乘估计结果
为：

Ｃ^＝ ΦＴ( )Φ －１
Φ
Ｔｙ （４）

其中，ｙ是采样序列构成的矩阵．式（３）与普通最小二乘
有细微区别，主要是 Ｋ值待定．根据回归分析理论，均
方误差包括方差（ｖａｒｉａｎｃｅ）和偏差（ｂｉａｓ）两项．Ｋ值选择
其实也是偏差和方差的平衡问题，可采用变量选择方

法来解决，也可采用罚函数方法．
Ｒａｍｓａｙ和 Ｓｉｌｖｅｒｍａｎ［７］设计了一种粗糙度（ｒｏｕｇｈ

ｎｅｓｓ）罚，专门处理 Ｋ值相关的平滑问题．粗糙度罚定义
为：

Ｐｍ( )ｘ ＝∫ｄ（ｍ）ｘ（ｓ[ ]）２ｄｓ

＝∫ｄ（ｍ）ＣＴ（ｓ[ ]）２ｄｓ

＝ＣＴ∫ｄ（ｍ）（ｓ）ｄ（ｍ）Ｔ（ｓ）ｄ[ ]ｓＣ （５）

其中，ｄ（ｍ）ｘ表示求 ｘ的 ｍ阶导数，可理解为曲率
［ｄ（２）ｘ］２的推广形式．不难看出，ｘ的平滑度越低，粗糙
度 Ｐｍ越大．据此可将式（３）改写成如下形式：

ａｒｇｍｉｎ
Ｃ
＝ ｙ－Φ( )Ｃ Ｔ ｙ－Φ( )Ｃ ＋ρＰ２（ｘ） （６）

其中，ρ是粗糙度罚参数，ρ越大平滑程度越高．ρ通常
选一个非常小的正数，最优ρ值的选取，可借助交叉验

证（ｃｒｏｓｓｖａｌｉｄａｔｉｏｎ）或者广义交叉验证［１０］（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ｃｒｏｓｓｖａｌｉｄａｔｉｏｎ）方法．令：
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Ｒ＝∫ｄ（ｍ）（ｓ）ｄ（ｍ）Ｔ（ｓ）ｄｓ （７）

则 Ｐｍ（ｘ）＝ＣＴＲＣ．可得式（６）的解：

Ｃ
＾
＝ ΦＴΦ＋ρ( )Ｒ －１

Φ
Ｔｙ （８）

某种意义上，式（８）可以看作一种岭回归形式．
上述讨论限于一般情况，还有一些特殊的函数型

数据需要特殊处理．比如：河流的径流量，所有观测数
据严格非负；人体身高的测量数据，非负，且单调递增

（通常情况）．上述基函数均不能确保取值非负或单调，
Ｒａｍｓａｙ［１１］提出用指数基解决这一问题．另外，小波很少
用作平滑基函数，主要是因为小波基往往没有解析的

导数形式．最近，Ｐｉｇｏｌｉ和 Ｓａｎｇａｌｌｉ［１２］提出了数值求导方
法，可部分克服上述困难，并在多导联心电信号的平滑

和求导中，成功使用小波基．
２２ 平滑主元的线性框架

在讨论平滑主元之前，首先阐述多元统计中一般

性主元分析方法．假设 ｘ是由ｐ维随机向量组成的矩
阵，希望寻找一个线性组合α

Ｔ
１ｘ，具有最大方差．然后，

在余下的方向上（与α
Ｔ
１ｘ正交），寻找另一个具有最大

方差的线性组合α
Ｔ
２ｘ．依次类推，选择的前 ｍ个组合

∑
ｍ

ｉ＝１
α
Ｔ
ｉｘ （９）

可以代表 ｘ的方差结构，称之为主元．
寻找主元的过程，常常跟矩阵的特征分析紧密联

系在一起．已知随机向量 ｘ的协方差矩阵Σ，可以证明：
主元 ｆｋ＝αＴｋｘ中的向量αｋ其实是矩阵Σ第ｋ个最大特
征值λｋ对应的特征向量．αｋ通常归一化为单位长度，
主元 ｆｋ的方差为λｋ．实际分析过程中，常用样本协方差
替代Σ．如果维数 ｐ过大，样本观测量 ｎ难以保证远大
于ｐ，则样本协方差与真实的协方差矩阵Σ相去甚远，
由此引发了稀疏主元的问题．如果样本观测中的 ｐ维
变量是有序的，或者是直接源于 ｐ个时间点的采样，则
对应了本文讨论的平滑主元问题．

早在１９８２年，Ｄａｕｘｏｉｓ等人［１３］就注意到了采样数据
的主元分析问题，它的本质不是数据的分析，而是过程

的分析．如果延续多元统计的思路，会有两方面的困
难：无限维的问题；过程本身不能视作标量．１９９１年，
Ｒｉｃｅ和 Ｓｉｌｖｅｒｍａｎ［１４］在分析曲线样本的方差结构时，正
式采用了平滑主元的方法．这一方法可以从式（１）演变
而来：将无限维的函数曲线投影到基函数空间，在基函

数空间中用多元统计的方法展开分析，将分析结果重

新映射回到曲线所在的空间（Ｈｉｌｂｅｒｔ空间）．不难看出，
这个基本框架的结构是线性的．至于其中出现的某些
非线性问题，将在下一节讨论．

假设 ｘ是函数型数据样本（曲线），对应的平滑主
元定义如下：

ｆ＝∫αｘ
＝∫α( ) ( )ｓｘｓｄｓ

ｓ．ｔ．∫α ( )ｓ２ｄｓ＝１ （１０）

协方差函数定义为：

ｖｓ，( )ｔ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ( )ｓｘｉ( )ｔ （１１）

则

Ｖα＝λα （１２）
其中，α不再是特征向量，而是特征函数，λ仍然是特征

值．
上述平滑主元的求解，在函数型数据分析中已有

许多研究［１５］，在此重点介绍基函数方法．根据式（２），式
（１１）可写成如下形式：

ｖｓ，( )ｔ＝１ＮΦ
( )ｓＴＣＴＣΦ( )ｔ （１３）

假设特征函数α也可以写成基函数展开的形式α（ｓ）＝
Φ
Ｔ（ｓ）Ｂ，则式（１２）可以转化为：

λΦ
Ｔ( )ｓＢ＝１Ｎ∫ΦＴ( )ｓＣＴＣΦ( )ｔΦＴ( )ｔＢｄｔ（１４）

令矩阵 Ｗ＝∫ΦΦＴ，式（１４）可简化为：

λＢ＝
１
ＮＣ

ＴＣＷＢ （１５）

如果选择的基函数Φ是正交规范基，则 Ｗ退化为单位
矩阵，式（１５）看上去类似一个普通的主元分析表达式，
只需要对矩阵 ＣＴＣ／Ｎ进行特征分析．如前所述，在基
函数空间中，采用一般的多元统计方法，可实现平滑主

元分析．不过，有一个细节不容忽视：在多元统计的特
征分析中，ｐ维样本最多有ｐ个不同特征值；函数型数
据名义上是无限维，但是依据式（１５）并不能获得无限多
个不同特征值．其实，协方差矩阵 ＣＴＣ／Ｎ的秩与样本
数量有关，不同特征值的最大数目为 Ｎ－１．

虽然由式（１５）得到的主元本身是平滑的，但平滑程
度依赖于样本的平滑．Ｓｉｌｖｅｒｍａｎ［１６］提出了一个实用的优
化形式，使主元本身的平滑亦可直接控制．其基本形式
如下：

ａｒｇｍａｘ
α

＝
ｖａｒ∫α( )ｘ

‖α‖２＋ρＰ( )α
（１６）

其中，Ｐ（α）是类似式（５）的粗糙度罚，ρ是平滑参数．美
中不足的是，将负荷向量的范数‖α‖置于分母中，虽
然有约束范数大小的作用，但不能确保α一定为单位

长度．式（１６）可获得唯一的主元分析结果，但主元的顺
序有可能发生变化．Ａｇｕｉｌｅｒａ和ＡｇｕｉｌｅｒａＭｏｒｉｌｌｏ［１７］提出用
Ｐ样条罚代替以上的粗糙度罚，即用 Ｂ样条相邻系数 ｄ
阶差分的平方作为罚函数，减轻了平滑主元分析的计

算负担．
有关平滑主元分析的基本框架，Ｏｃａ珘ｎａ等人［１８］描述
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了详细的算法流程和计算细节，Ｑｉ和 Ｚｈａｏ［１９］为上述框
架提供了理论证明．Ｌｉ等人［２０］基于边际（ｍａｒｇｉｎａｌ）模型
的Ｂａｙｅｓｉａｎ信息准则，专门研究主元个数的选择标准，
适用于密集或稀疏的曲线样本集．Ｓａｗａｎｔ等人［２１］根据
式（１５）中的系数矩阵 Ｃ，辨识函数型数据中的离群点
（ｏｕｔｌｉｅｒ），提高主元分析的鲁棒性．除了上述经典框架，
Ｈｕａｎｇ等人［２２］提出了秩１逼近方法，同样可用罚函数控
制主元的平滑度．

为了更形象地说明平滑主元，下面给出一个关于

步态数据分析的实例，更多的实例可参阅文献［２３］．该数
据集源自美国加州ＳａｎＤｉｅｇｏ的儿童医院，包括３９名儿
童的髋关节与膝关节角度采样，每人均保留一个完整

步态的采样，且只考虑关节角在矢状面的投影［２４］．本文
只展示了膝关节数据及其分析结果．每个步态周期自

下肢脚后跟触地开始，为描述方便，将步态周期归一化

到［０，１］区间．原始数据经平滑后得到的曲线样本如图
１（ａ）所示，总共包括 ３９条不同颜色的曲线．根据本节
提供的基本框架，采用文献［１３］提供的程序包，计算得
到平滑主元，其中的一阶与二阶主元如图１（ｂ）、（ｃ）所
示．

为便于观察，图１（ｂ）、（ｃ）中主元的绘制方法为：蓝
色实线为均值曲线，红色 “＋”和“－”组成曲线 ｓ＋和
ｓ－，定义为

ｓ＋＝ｕ（ｔ）＋槡λα
ｓ－＝ｕ（ｔ）－槡

{
λα

（１７）

其中，槡λ代表主元的均方差，即变异的大小；α为负荷
向量，即变异的方向．从 ｓ＋和 ｓ－包围的区域可以看出
变异发生的位置和大小．需要指出的是，为了便于对主
元的解释，上述分析过程中均采用了 ｖａｒｉｍａｘ旋转方
法［１］．

３ 平滑带来的变化

３１ 曲线配准

对于曲线样本 ｘ（ｔ），它不是一个数值，而是一个实
体（ｅｎｔｉｔｙ），具有结构属性．仅就样本均值而言，多元统
计样本的均值是一个向量；函数型数据的均值是一条

曲线．在曲线样本集合上定义的截面统计不再是凸运
算，运算结果不属于集合元素．一个简单例子：假设曲
线样本为同频率、不同幅度、不同相位的单周期正弦信

号，如果采用截面统计求均值的方法，结果将不再是正

弦信号．直观解释是：曲线样本不仅有幅度变异，还有
相位变异．从物理角度考察，相位变异源于系统内部时
钟与采样时钟的差别．要想获得均值曲线的估计，需要
实施配准（ｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ）处理，分离幅度变异与相位变异．

基本配准方法有３种：平移（ｓｈｉｆｔ）配准、地标（ｌａｎｄ
ｍａｒｋ）配准、连续配准［２５］．平移配准是其中最简单的一
种，在曲线 ｘｉ中添加一个平移参数δｉ，得到 ｘｉ（ｔ＋δｉ），
参数δｉ可通过以下方法确定：

ａｒｇｍｉｎ
δ
＝∑

Ｎ

ｉ＝１∫ ｘｉ（ｔ＋δｉ）－ｕ^（ｔ[ ]）２ｄｓ （１８）

其中，^ｕ（ｔ）表示样本集合｛ｘｉ｝对应的均值曲线．地标配
准则更多利用了曲线的特征点，比如极大值、极小值、

过零点等等．可以这样认为，同种地标点对应了系统内
部时钟的同一时刻，配准时优先保证地标点相互对齐．
一个典型例子，心电信号的 ＱＲＳ波峰对应了心室的除
极阶段，它是心电信号排列的主要基准．准确识别出地
标点并不容易，除了曲线本身以外，经常借助其导数形

式，或是借助小波分析定位［２６］，以提高配准质量．
连续配准主要是借鉴了动态时间规整（ｄｙｎａｍｉｃ
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ｔｉｍｅｗａｒｐｉｎｇ）算法，动态时间规整在形状分析中使用较
多．假设规整函数为 ｈ（ｔ），通常设定为严格单调递增，
这与时间不可反转有关．另外，ｈ（ｔ）本身最好是平滑
的，符合函数型数据分析的宗旨．因此，经常将 ｈ（ｔ）写
成如下参数形式［２５］：

ｈ（ｔ）＝ｃ０＋ｃ１∫
ｔ

０
ｅｘｐＴ（ｕ）ｄｕ （１９）

其中，ｃ０和 ｃ１分别是平移和伸缩量，可使 ｈ（ｔ）与 ｔ在整
个区间上两端对齐．指数形式保证了 ｈ（ｔ）的单调递增
特性，也使得它连续可导．若 Ｔ（ｕ）＝０，系统时钟与采
样时钟完全一致；若 Ｔ（ｕ）＞０，则 ｈ（ｔ）＞ｔ，说明系统时
钟较慢，ｈ（ｔ）起加速作用；Ｔ（ｕ）＜０的情况可类推得
知．在估计 ｈ（ｔ）时，可采用上文提到的粗糙度罚，控制
ｈ（ｔ）的平滑程度，如下所示：

ａｒｇｍｉｎ
ｈ
＝∑

Ｎ

ｉ＝１∫Ｔ
ｘｉ ｈｉ（ｔ( )） －ｕ^（ｔ[ ]）２ｄｔ＋ρ∫

１

０
ｈ（ｐ）ｉ （ｔ[ ]）２ｄｔ

（２０）
通过设置参数ρ，即可调整 ｈ（ｔ）的平滑度．

在式（１８）和（２０）中，存在一个共性问题：^ｕ（ｔ）并非
已知，其实 ｕ^（ｔ）本该是通过配准而获得的估计量．为
此，必须采用一个迭代算法方能真正求解式（１８）和
（２０）．一般情况下，可采用截面均值作为 ｕ^（ｔ）的初值，
完成一轮配准后，重新计算曲线样本的截面均值，更新

ｕ^（ｔ），继续下一轮配准．当 ｕ^（ｔ）不再有明显变化时，即
可停止迭代，多数情况下，该迭代过程经过１～２轮就会
收敛．函数型数据分析领域，还有很多关于配准方法的
研究，篇幅限制，此处不一一展开叙述．

依然采用２．２节的例子，增加配准步骤，获得如图
２可类比的结果．采用连续配准方法，对图１（ａ）中所有
曲线样本配准，结果如图２（ａ）．配准结果存在一个不良
倾向，配准过程过度依赖于幅度较大的曲线段．图２（ａ）
中，最大屈膝位置（关节角７０°～８０°）的配准效果最好，
而另一个较小屈膝位置（关节角２０°～３０°）的配准效果
明显差很多．究其原因，虽然配准的目标是相位对齐，
但参考的依据仍然是幅度变化．

图２所示的主元分析结果，是剔除了相位变异特性
的幅度变异分析．从图２（ｂ）、（ｃ）可以看出，变异明确集
中在两个时段：一是从第一个波峰下降的位置，二是最

大波峰位置．步态信号的起点为脚跟触地，不难推断上
述变异对应的生理学解释．第一个变异时段对应了前
脚着地以后，人体重心前移，膝关节开始承重的过程；

第二个变异时段对应了后脚悬空，作为摆动腿自由移

动的过程．在配准之前实施主元分析，前４阶主元可以
描述８８％的变异性，配准之后，这一指标上升为９５％．
从中可以得到一个结论，幅度变异和相位变异会相互

串扰，可将它们先行分离，然后做独立表征．

３２ 非线性平滑主元

分离幅度和相位变异成分，可以更好地量化幅度

变异，同时有助于窥寻相位变异中隐藏的信息．比如，
Ｓｌａｅｔｓｆ等人［２７］在研究Ｂｅｒｋｅｌｅｙ生长数据时，根据幅度和
相位信息进行聚类，发现了一类特殊个体：在经历了婴

儿期的快速生长期之后，生长速度呈现明显下降．相比
幅度变异，相位变异的量化难度很大，因为相位信息不

适合在欧氏空间中刻画．两种变异的综合量化分析则
更为复杂．

因为幅度和相位总是成对出现，可以考虑把它们

组成混合数据（ｍｉｘｅｄｄａｔａ）的形式：（～ｘ，θ），～ｘ代表配
准后的幅度，θ代表相位．在此基础上，合并考虑两者的
主元分析问题．
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～ｘ( )
θ

＝∑
ｊ
ｆｊ
αｊ

β
( )
ｊ

（２１）

其中，（αｊ，βｊ）是第 ｊ阶主元，ｆｊ为主元得分，ｆｊ

＝∫ ～ｘαｊ＋θβ( )ｊ ．把（～ｘ，θ）记为 ｚ，通过定义 ｚ的内积

形式，可将混合数据的主元分析重新纳入到２２提供的
线性框架下．潜在的障碍是，如何平衡幅度和相位的变
异性，因为两者的量纲和尺度都不具备可比性．为此，
专门增加一个常数 ｃ，将复杂的非线性问题线性化．令
ｚ＝（～ｘ，ｃθ）来表达相位变异的权重，并将 ｚ的内积定
义如下：

〈ｚ１，ｚ２〉＝∫ ～ｘ１～ｘ２＋ｃ２θ１θ( )２ （２２）

Ｋｎｅｉｐ和Ｒａｍｓａｙ［２８］根据上述思路，发展了集配准和
主元分析于一体的方法．将函数型数据的整体变异 ｖｔ
分解为配准后的幅度变异ｖａ和相位变异ｖｐ：

ｖｔ＝Ｅ∫ ( )ｘｔ－μ( )[ ]ｔ ２ｄｔ

ｖａ＝ｂＥ∫ ～( )ｘ ｔ－ ～μ ( )[ ]ｔ ２ｄｔ

ｖｐ＝ｂ∫～μ２( )ｔｄｔ－∫μ２( )ｔｄ











 ｔ

（２３）

其中 ～ｘ（ｔ）和 ～
μ（ｔ）是配准后的样本及其均值，系数 ｂ

用来度量规整函数ｈ与配准结果 ～ｘ（ｔ）之间的独立性．
两种变异各自所占的份额，依赖于规整函数 ｈ（ｔ）的定
义．重复一个配准加特征分析的迭代过程，直至 ｖｐ／ｖｔ的
值不再增大．可以看出，迭代的终点在于相位变异所占
比重最大化．

用２２节的框架分析 Ｂｅｒｋｅｌｅｙ生长数据，绘制一阶
主元ｖ．ｓ．二阶主元的曲线图，会呈现一个奇怪的“马
蹄”形，说明不同主元之间存在非线性相依性．要想把
这种“马蹄”形展开到一个线性结构上，就需要借助非

线性降维方法，比如流形学习．
Ｃｈｅｎ和 Ｍüｌｌｅｒ［２９］提出了函数型流形元分析（ｆｕｎｃ

ｔｉｏｎａｌｍａｎｉｆｏｌｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ）方法，包括了流形均值、
流形模态和流形元，可以看作是平滑主元的非欧氏版

本．相比前文提到的均值曲线，流形均值的定义方式更
加全面．求解方法上，流形元分析主要借鉴流形学习中
广泛使用的等距映射（ｉｓｏｍｅｔｒｉｃｍａｐｐｉｎｇ）算法，解决测地
线距离（ｇｅｏｄｅｓｉｃｄｉｓｔａｎｃｅ）的经验性定义问题．

假设 Ｍ是ｄ维流形，φ是一个双射，φ：Ｒ
ｄ→Ｍ

Ｌ２，ψ＝φ
－１是其表达映射，则有

μ＝Ｅψ( )[ ]ｘ ，μ
Ｍ＝ψ

－１( )μ （２４）
其中，μ是ｄ维表达空间的均值，μ

Ｍ是Ｌ２范数空间的流
形均值．若 Ｍ是等距流形，对于所有等距的表达映射，

μ
Ｍ都唯一确定，定义如下：

μ
Ｍ＝ａｒｇｍｉｎ

ｘ∈Ｍ
Ｅ ｄ２ｇ ｚ，( )[ ]ｘ （２５）

其中，ｄｇ为测地线距离．借助多维尺度分析可得到ψ的
估计，并通过分段衔接的办法获得 ｄｇ的估计．然后可
仿照前述的线性框架，在流形上定义非线性的主元，即

流形元．
Ｔｕｃｈｅｒ等人［３０］提出的均方速率（ｓｑｕａｒｅｒｏｏｔｓｌｏｐｅ）函

数 ｑ：［０，１］→Ｒ，定义如下：

( )ｑｔ＝ｓｉｇｎｘ′( )( )ｔ ｘ′( )槡 ｔ （２６）
可将规整函数 ｈ（ｔ）转化到 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中分析，更好地
刻画相位变异．对于任意 ｑ∈Ｌ２以及 ｔ∈［０，１］，皆可获
得一个函数 ｘ，

( )ｘｔ＝ｘ( )０＋∫
ｔ

０
( ) ( )ｑｓ ｑｓ ｄｓ （２７）

ｘ→（ｑ，ｘ（０））是一个双射（ｂｉｊｅｃｔｉｏｎ），对 ｘ做时间规整ｘ
γ可转化为：

ｑ，( )γ ( )ｔ＝ｑγ( )( )ｔ γ′（ｔ槡 ） （２８）
可以先对任意曲线的均方速率函数进行配准，然后把

配准结果映射返回原空间．借助均方速率函数，可把复
杂的几何空间简化为一个单位球面，任意两个规整函

数γ１、γ２之间距离其实就是单位球面上的弧长．据此可
以定义集合｛γｉ｝的均值，然后将其投影到切平面上做主

元分析［３０］．此外，Ｌｕ和 Ｍａｒｒｏｎ［３１］针对规整函数的变异
分析，提出主嵌套球（ｐｒｉｎｃｉｐａｌｎｅｓｔｅｄｓｐｈｅｒｅｓ）的方法，比
切平面上的主元分析更加简单有效．

在３．１节步态数据的配准之后，可以分离出相位变
异，其规整函数 ｈ（ｔ）如图 ３（ａ）所示．对 ｈ（ｔ）－ｔ做主
元分析，其一阶和二阶主元如图３（ｂ）、（ｃ）．从图中可以
看出，相位变异主要集中在两个点，其一是身体重心从

后往前转移的时段，其二是后脚跟触地的刹那．值得一
提的是，在引入平滑主元之前，类似的分析未曾被关注

过．关于幅度与相位变异的混合分析，以及基于流形的
分析，相关方法尚未成熟，因此不做实例展示．

４ 在生物信号中的应用

Ｕｌｌａｈ和 Ｆｉｎｃｈ［３２］利用 １１个文献数据库，检索了
１９９５～２０１０年间有关函数型数据分析的英文文章．排除
纯方法论述之后，共获得了８４篇有关应用的文章，其中
７５％的文章发表于 ２００５年以后，可见该领域的应用研
究呈明显上升趋势．在８４篇文章中，有关生物医学的研
究占２１．４％，而使用平滑主元分析方法的高达６０７％．
因此本节专门以生物信号处理为背景，介绍平滑主元

的实际应用．
生物信号大致可分为生物电、生物力和生物影像

共３种类型，就已经掌握的文献来看，有关生物力信号
的应用最多，生物影像也有一些，而生物电则比较少

见．无论是生物电还是生物力信号，其实都是函数型时

２５５ 电 子 学 报 ２０１４年



间序列．Ｋｕｒｔｅｋ等人［３３］专门讨论了生物信号的分割、排
列与统计分析问题．基于生物信号的周期性，将其分割
为多个子序列，每个子序列对应一个循环（ｃｙｃｌｅ），可视
为一个样本．运用配准方法，将各个子序列排列整齐．
采用均方速率函数方法，分析幅度变异和相位变异．在
基于步态和心电的疾病诊断中，上述方法的识别效果

要明显优于传统基于横截面统计的方法．Ｃｏｆｆｅｙ等人［３４］

采用共同（ｃｏｍｍｏｎ）平滑主元方法分析人体运动数据，
以便更好地捕捉人体运动模式的转变．对人体运动的
长期监测获得数据集，可分组进行主元分析，或是整体

进行主元分析．前者获得的主元空间基坐标系可能并
不一致，而后者难以捕捉到细微的组间变异．在共通平
滑主元中，构成每一组数据变异的是共同的因子，但不

同因子对不同组的变异贡献大小不一样．这种方法可
以揭示伤病前后人体运动控制模式的改变．

Ｒｙａｎ等人［３５］用平滑主元研究了人的纵向弹跳运
动，发现第三阶主元最为重要，它对应了人的牵张收
缩循环（ｓｔｒｅｔｃｈｓｈｏｒｔｅｎｉｎｇｃｙｃｌｅ）能力，尽管第三阶主元只
表达了７９％的变异性．Ｅｐｉｆａｎｉｏ等人［３６］用平滑主元研
究了坐下—起立过程中的膝关节弯曲角度和弯曲力

矩，发现平滑主元分析有助于更好地区分关节炎患者

和健康个体．Ｓａｍａｄａｎｉ等人［３７］针对人体运动数据的降
维与分类问题，对比研究了 Ｆｉｓｈｅｒ投影、平滑主元与等
距映射算法，发现平滑主元在分类精度和计算资源两

项指标上具有优势．林辉杰等人［３８］用平滑主元研究了
掷铁饼动作的运动数据，探讨了其中的运动协调量化

问题，为该动作运动协调特征及运动成绩影响因素的

探索提供了方法指导．
Ｔｉａｎ［３９］综述了函数型数据分析在影像处理中的应

用，包括３个方面：降维（或特征提取）、空间（形状）分
类、脑磁图反问题，同时指出３个方面的挑战：计算代价
高、非高斯噪声、空间相关性．Ｖｉｖｉａｎｉ等人［４０］把平滑主
元应用于功能核磁共振影像的处理中，用平滑函数取

代像素点序列，可以更好地从噪声污染中恢复影像．
Ｏ′Ｃｏｎｎｏｒ等人［４１］把平滑主元用于处理医学影像的某一
特定区域，获得某一个像素值分布的主密度（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ
ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ），用于解释某些重要特征（如肿瘤形状）的变异
模态，对治疗效果做出正式评估．Ｊｉａｎｇ等人［４２］基于平滑
主元，提出了一种累加的非参数随机效应模型，用于分

析正电子发射断层成像（ｐｏｓｉｔｒｏｎｅｍｉｓｓｉｏｎｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ），可
降低后续参数估计的最小均方误差．此外，Ｏｒｍｏｎｅｉｔ等
人［４３］将平滑主元用于运动捕捉数据的分析，三维的关

节角序列可分割成运动循环的子序列，平滑主元有助

于处理原始数据的噪声和丢点问题．

５ 结论

平滑性约束广泛存在于工程系统中，发展平滑主

元对于观测信号的分析处理非常必要．从统计的视角，
平滑主元可以认为是对连续过程的降维，有利于深入

分析动态系统特性．尤其在计算机的时代，平滑主元是
衔接连续动态分析与数字信号处理的重要工具．由于
主元分析作为一种降维工具的基础性作用，使得平滑

主元很容易延伸到回归分析、模式识别等研究方向中

去，限于篇幅，这部分内容从略．
引入平滑处理，为分离幅度和相位变异创造了条

件．一则使幅度变异的量化更加纯粹，二则为相位变异
的独立表征创造了条件．在此之前，相位变异经常作为
有害信息而丢弃．不过，相位变异量化存在的困难较
多．有关信号的幅度和相位定义原本具有含混性，通过
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配准来分离幅度和相位实非易事．相位变异并非存在
于欧氏空间，简单的线性主元分析容易导致曲解．已经
有研究开始引入流形学习之类的非线性降维方法，这

也为平滑主元的研究注入了活力，后续发展更加值得

期待．
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